[bookmark: _GoBack]Лекция 5
Тема: “ Ленивые левосторонние и самоорганизующиеся кучи. Биномиальные и фибоначчиевы кучи ”

План: 
1. Ленивые левосторонние.
2. Самоорганизующиеся кучи 
3. Биномиальные и фибоначчиевы кучи. 

[bookmark: keyword2][bookmark: keyword3][bookmark: keyword4]	Ленивая левосторонняя куча — это представление приоритетной очереди левосторонним деревом, но при этом, в отличие от обычной левосторонней кучи, каждый узел может содержать, а может и не содержать в себе (быть пустым) элемент приоритетной очереди. Для реализации ленивой левосторонней кучи к каждому узлу добавляется еще одно поле, для хранения признака, содержит ли данный узел элемент или является пустым. Такие кучи носят название "ленивых" из-за способа выполнения операций УДАЛИТЬ и СЛИТЬ.
[bookmark: keyword7][bookmark: keyword9]При выполнении операции УДАЛИТЬ узел не удаляется, а лишь помечается как пустой. Время "ленивого" выполнения этой операции равно [image: O(1)].
Операция СЛИТЬ осуществляется следующим образом. Заводится пустой корневой узел, сыновьями которого становятся корневые узлы объединяемых куч. Время "ленивого" выполнения этой операций равно [image: O(1)].
[bookmark: keyword11][bookmark: keyword13][bookmark: keyword14]При операции НАЙТИ_ЭЛЕМЕНТ_С_МИНИМАЛЬНЫМ_КЛЮЧОМ происходит расплата за "лень", так как эта операция выполняется следующим образом. Сначала делается обход дерева сверху для составления списка, содержащего верхние непустые узлы, чьи родители помечены как пустые. Затем из построенного списка образуется приоритетная очередь с непустыми узлами, после чего берется элемент, содержащийся в корне дерева. Справедливо следующее
[bookmark: keyword15]Утверждение. Время выполнения операции НАЙТИ_ЭЛЕМЕНТ_С МИНИМАЛЬНЫМ_КЛЮЧОМ является величиной
[image: \eq*{
O(k \max\{1, \log n /(k + 1)\}),
}]
где [image: k] — количество верхних пустых элементов.
[bookmark: keyword17][bookmark: keyword19]При операции УДАЛИТЬ_ЭЛЕМЕНТ_МИНИМАЛЬНЫМ_КЛЮЧОМ также происходит расплата за "лень". Она выполняется следующим образом. Сначала, как описано выше, делается обход дерева сверху для нахождения узла с минимальным ключом; найденный узел помечается как пустой. После этого, снова путем обхода дерева сверху, составляется список верхних непустых узлов. И, наконец, поддеревья с корнями в этих узлах сливаются в одну кучу [image: h].
Операция ВСТАВИТЬ новый элемент [image: x] в кучу [image: h] производится посредством слияния кучи [image: h] с кучей, содержащей единственный элемент [image: x].
Операция ОБРАЗОВАТЬ_ОЧЕРЕДЬ в форме ленивой левосторонней кучи из элементов списка производится как в обычных левосторонних кучах, то есть с неленивыми слияниями.
[bookmark: keyword23][bookmark: keyword24]Операция УМЕНЬШИТЬ_КЛЮЧ элемента [image: x] на величину [image: \Dl] выполняется следующим образом. Ключ элемента [image: x] уменьшается на [image: \Dl], узел, его содержащий, помечается как пустой, из этого элемента [image: x] образуется новая одноэлементная куча, которая сливается с исходной кучей.
[bookmark: keyword26][bookmark: keyword27][bookmark: keyword28][bookmark: keyword29][bookmark: keyword30][bookmark: keyword31][bookmark: keyword32][bookmark: keyword33]амоорганизующаяся куча — это представление приоритетной очереди корневым деревом, операции с которым производятся аналогично операциям с левосторонней кучей, но без использования рангов. Длина правого пути из корня такого дерева в лист может быть произвольной, поэтому время выполнения всех операций в худшем случае есть [image: O(n)], где [image: n] — число элементов в очереди. Однако среднее время выполнения [image: m] произвольных операций есть [image: O(m \log n)], то есть время, приходящееся на одну операцию, как ни удивительно, является величиной [image: O(\log n)]. Для их реализации необходимо с каждым узлом дерева хранить элемент, его ключ, указатели на левое и правое поддеревья, то есть узлы представлять записями вида
[image: \eq*{
{\rm Node} = (\t element,
\t key, \t left, \t right).
}]
[bookmark: keyword35][bookmark: keyword36][bookmark: keyword37][bookmark: keyword38]Операция СЛИТЬ кучи [image: h_1] и [image: h_2] в одну кучу [image: h] выполняется следующим образом. Правые пути двух исходных куч [image: h_1] и [image: h_2] сливаются в один путь, упорядоченный по правилам кучи, и этот путь становится левым путем результирующей кучи [image: h]. Левые поддеревья узлов, попавших в результирующий левый путь, становятся правыми.
[bookmark: keyword40][bookmark: keyword41][bookmark: keyword42]Операция ВСТАВИТЬ в кучу [image: h] новый элемент [image: x] производится посредством слияния кучи [image: h] с кучей, содержащей единственный элемент [image: x]. Таким образом, время выполнения этой операции равно времени выполнения операции СЛИТЬ.
[bookmark: keyword45][bookmark: keyword46]Операция УДАЛИТЬ_ЭЛЕМЕНТ_С_МИНИМАЛЬНЫМ_КЛЮЧОМ производится посредством удаления корня кучи [image: h] и слияния его левой и правой подкуч. Таким образом, вычислительная сложность этой операции равна вычислительной сложности операции СЛИТЬ.
Операция НАЙТИ_ЭЛЕМЕНТ_С_МИНИМАЛЬНЫМ_КЛЮЧОМ выполняется, очевидно, за время [image: O(1)], так как этот элемент находится в корне.
[bookmark: keyword50][bookmark: keyword51][bookmark: keyword52][bookmark: keyword53]Анализ времени выполнения операции СЛИТЬ. Поскольку время выполнения всех трудоемких операций определяется временем выполнения операции СЛИТЬ, остается проанализировать именно эту операцию. Очевидно, время ее выполнения пропорционально количеству узлов в правых путях исходных куч [image: h_1] и [image: h_2]. Длина такого пути в худшем случае может зависеть линейно от количества узлов в соответствующей куче. Таким образом, время выполнения операции СЛИТЬ есть величина [image: O(n_1+n_2) =O(n)], где [image: n_1], [image: n_2], [image: n] — количества узлов в кучах [image: h_1], [image: h_2], [image: h], соответственно.
[bookmark: keyword55]Нахождение суммарной оценки времени выполнения m операций СЛИТЬ. Введем определение. Узел назовем тяжелым, если количество узлов в его правом поддереве строго больше, чем в левом. Остальные узлы назовем легкими.
[bookmark: keyword58][bookmark: keyword59][bookmark: keyword60]Определим потенциал коллекции куч как общее количество содержащихся в ней тяжелых узлов. Пусть [image: P_j] — потенциал коллекции после выполнения [image: j] -й операции.
Биномиальные кучи
Для каждого [image: k = 0, 1, 2, \ldots] биномиальное дерево [image: B_k] определяется следующим образом: [image: B_0] — дерево, состоящее из одного узла высоты [image: 0] ; далее при [image: k = 1, 2, \ldots] дерево [image: B_k] высоты [image: k] формируется из двух деревьев [image: B_{k-1}], при этом корень одного из них становится потомком корня другого. На рис. 7.1 изображены биномиальные деревья [image: B_0, B_1, B_2, B_3, B_4].
[bookmark: keyword5]Биномиальный лес — это набор биномиальных деревьев, в котором любые два дерева имеют разные высоты.
Фибоначчиевы кучи
[bookmark: keyword20][bookmark: keyword21][bookmark: keyword22]Название рассматриваемых куч связано с использованием чисел Фибоначчи при анализе трудоемкости выполнения операций. В отличие от биномиальных куч, в которых операции вставки, поиска элемента с минимальным ключом, удаления, уменьшения ключа и слияния выполняются за время [image: O(\log n)], в фибоначчиевых кучах они выполняются более эффективно. Операции, не требующие удаления элементов, в этих кучах имеют учетную стоимость [image: O(1)]. Теоретически фибоначчиевы кучи особенно полезны, если число операций удаления мало по сравнению с остальными операциями. Такая ситуация возникает во многих приложениях.
[bookmark: keyword25]Например, алгоритм, обрабатывающий граф, может вызывать процедуру уменьшения ключа для каждого ребра графа. Для плотных графов, имеющих много ребер, переход от [image: O(\log n)] к [image: O(1)] в оценке времени работы этой операции может привести к заметному уменьшению общего времени работы. Наиболее быстрые известные алгоритмы для задач построения минимального остовного дерева или поиска кратчайших путей из одной вершины используют фибоначчиевы кучи.
К сожалению, скрытые константы в асимптотических оценках трудоемкости велики и использование фибоначчиевых куч редко оказывается целесообразным: обычные двоичные ( [image: d] -ичные) кучи на практике эффективнее. С практической точки зрения желательно придумать структуру данных с теми же асимптотическими оценками, но с меньшими константами. Такие кучи будут рассмотрены в следующих разделах.
При отсутствии операций уменьшения ключа и удаления элемента фибоначчиевы кучи имели бы ту же структуру, что и биномиальные. Но в общем случае фибоначчиевы деревья обладают большей гибкостью, чем биномиальные. Из них можно удалять некоторые узлы, откладывая перестройку дерева до удобного случая.
 Литература:
https://intuit.ru/studies/courses/100/100/lecture/2932?page=2   
Вирт Н. АЛГОРИТМЫ И СТРУКТУРЫ ДАННЫХ. М.Мир 1989
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